Ein literarischer Zugang zu Zufall und Wahrscheinlichkeit
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Zusammenfassung: Eine stindige Kritik am Mathema-
tikunterricht ist, dass man zwar danach vieles ausrech-
nen kann, aber zu wenig Mathematik verstehen lernt.
Die folgenden Uberlegungen zu einem ungewohnten
Ausgangspunkt aus der Literatur (Karl Valentin) sol-
len Lehrkrdfte dazu einladen, selbst einmal einen etwas
anderen Unterricht zu versuchen — und zu geniefsen!
Dieser Beitrag richtet sich insbesondere an jene mit
wenig Erfahrung mit dem Modellieren von Situationen,
in denen der Zufall eine Rolle spielt. Hier geht es um
eine offene und eigenstindige Modellierung, nicht aber
um die Wahl eines Standardmodells, wie es in vielen
Schulbiichern beim Thema Stochastik iiblich ist. Dieser
Vorschlag kann im Unterricht umgesetzt werden, so-
bald die Grundidee von einfachen Wahrscheinlichkeits-
berechnungen (Laplace-Wahrscheinlichkeit) behandelt
worden ist. In Osterreich findet das an Gymnasien in
der zehnten Schulstufe statt.

1 Einleitung

Mittlerweile gibt es viele iiberzeugende Vorschli-
ge zum Stochastikunterricht, aus denen sich ein
bestimmtes Repertoire an Inhalten und Methoden
etabliert hat (vgl. etwa Tietze u. a. 2002). Als Bei-
spiel fiir eine Umsetzung in einer Schulbuchreihe
erwahnen wir Gotz & Reichel (2010, 2011, 2013):
beschreibende Statistik — Laplace’scher Wahrschein-
lichkeitsbegriff — Bedingte Wahrscheinlichkeit — fre-
quentistischer Wahrscheinlichkeitsbegriff — diskrete
Zufallsvariable — Binomialverteilung — stetige Zu-
fallsvariable — Normalverteilung — Testen von Hypo-
thesen — Konfidenzintervalle. Ein Charakteristikum
dieses Unterrichts ist das Bearbeiten eingekleideter
Aufgaben, die erfundene Situationen mit zufdlligen
Merkmalen thematisieren. Ein offensichtlich auch in
dieser Gruppe von Aufgaben iibertrieben realitéitsfer-
nes Beispiel ist folgendes: Herr X greift im Dunk-
len (!) in die Sockenlade und tiberlegt, mit welcher
Wahrscheinlichkeit er zwei zueinander passende
Socken herausnimmt — statt das Licht einzuschalten.
Realitdtsndhere Beispiele entstanden im Zuge des da-
tenorientierten Zugangs (vgl. z. B. Eichler & Vogel
2013). Ein Zusammenfiihren zufilliger Phdnomene
und statistischer Erscheinungen passiert in Kriiger,
Sill & Sikora (2015), die dafiir eine Prozessbetrach-
tung stochastischen Modellierens entwickelt haben
und diese fiir die Sekundarstufe I ausfiihren.

Unser Anliegen in diesem Beitrag ist es, das Phino-
men ,,Zufall“ durch schrittweises Modellieren (vgl.

Maal 2015) einer entsprechenden Situation mathe-
matisch zu beschreiben und damit zu einem rationa-
len Verstindnis zu gelangen. Dazu greifen wir eine
literarische Vorlage von Karl Valentin auf, der dar-
in treffend das Alltagsverstindnis von ,,Zufall” be-
schreibt.

2 Tatort: KaufingerstraBe, Miinchen

Karl Valentin sagt in der ,,Orchesterprobe® zum Ka-
pellmeister (Valentin 1977, S. 89 f.):

,Denken S’ Thnen nur, wir haben gestern einen Zufall
erlebt. Ich und der Anderl gehen gestern in der Kaufin-
gerstraf3e und reden grad so von einem Radfahrer — im
selben Moment, wo wir von dem Radfahrer sprechen
— kommt zufélligerweise grad einer daher.*

Am Beginn der von uns vorgeschlagenen Unter-
richtssequenz sollte die Beschiftigung mit dem Text
aus der ,,Orchesterprobe® stehen, aus dem das Ein-
gangszitat stammt (vgl. Déhrmann 2004, S.201).
Dort unterbreitet Karl Valentin seine Uberlegungen
zum ,,Zufall“. Der Kapellmeister entgegnet Valentin,
dass es sich nicht um einen Zufall handelt, da ja auf
der Strafe tdglich Tausende Radfahrer unterwegs sei-
en. Wenn Valentin hingegen gerade von einem Flie-
ger gesprochen hétte und tatséchlich sei gerade einer
vorbeigeflogen, sei das wirklich ein Zufall, weil ein
(damals) seltenes Ereignis.

Den Text (Valentin 1977, S. 89 f.), ein Video (Bay-
erischer Rundfunk 2011) mit etwas verdndertem
Wortlaut gegentiber der schriftlichen Vorlage und
einen Stadtplan von Miinchen (siche Abb. 3) nimmt
der Lehrer/die Lehrerin am besten gleich in den Un-
terricht mit. Das Entstehungsjahr des Videos (1933)
liegt lang vor dem Beginn des Genderns, deswegen
ist im Folgenden nur von Méannern die Rede.

2.1 Erste Uberlegungen

Nach dem medial unterstiitzten Einstieg beginnt die
Diskussion iiber die Frage: Hat Karl Valentin oder hat
der Kapellmeister Recht? In dieser Diskussion sollen
und konnen die Schiilerinnen und Schiiler ihre Vor-
stellungen und ihr Vorwissen von dem Begriff ,,Zu-
fall“ einbringen. Aus der Vielzahl moglicher Ideen zur
Fiillung dieses Begriffes (vgl. dazu auch Abschnitt 5)
sollte die Lehrkraft zwei Positionen den beiden Per-
sonen zuordnen: Karl Valentin meinte vermutlich,
dass ein Ereignis zufillig eintritt, wenn es dafiir keine
ersichtlichen Griinde gibt: Er redet iiber Radfahrer,
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ein Radfahrer féhrt im selben Augenblick an ihm vor-
bei — ohne irgendeine Form von vorheriger Vereinba-
rung {iber Ort und Zeit dieses Zusammentreffens. Der
Kapellmeister hingegen scheint eher von der mehr
oder weniger grolen Wahrscheinlichkeit eines sol-
chen Zusammentreffens zu reden: je mehr Radfahrer
pro Tag in dieser Strafle fahren, desto grofBer ist die
Wabhrscheinlichkeit, einem zu begegnen und desto
weniger ,,zufillig®, dass man einem begegnet.

Wir schlagen vor, im Unterricht beiden Richtungen
nachzugehen, um zu einem besseren Verstiandnis von
Zufall und Wahrscheinlichkeit beizutragen. Die Posi-
tion des Kapellmeisters deutlicher herauszuarbeiten,
indem die Situation mathematisch modelliert wird,
gelingt den Lernenden vermutlich mit einiger Hilfe
der Lehrkraft. Wir unterstiitzen die Planung des Un-
terrichts, indem wir im Folgenden einige mdgliche
Schritte zur mathematischen Modellierung gehen,
auf die eine im Projektunterricht etwas erfahrene
Schulklasse auch selbst kommen kann. — Wir begin-
nen die Antwort mit einer bewusst sehr vereinfachten
Modellierung. Im Gegensatz zu eingekleideten Auf-
gaben haben wir kein fertiges Standardmodell vor
dem inneren Auge. Dieses einfache Modell wird uns
erlauben, die in Rede stehende Situation zu quanti-
fizieren. So kann eine intersubjektive Ubereinstim-
mung in der Beurteilung des Geschehens zustande
kommen, wenn die gemachten Annahmen akzeptiert
werden.

Was ist das Ziel der Modellierung? Wenn aus der Aus-
sage des Kapellmeisters folgt, dass ein ununterbro-
chener Strom von Radfahrern durch die Kaufinger-
straf3e fahrt, ist es nahezu sicher, dass Karl Valentin
einen Radfahrer davon trifft. Wer vor einem Match-
beginn auf den Eingang zu einem FuB3ballstadium zu-
geht, wird dort nicht zufillig, sondern mit Sicherheit
mindestens einen wartenden Menschen treffen. Wenn
man allerdings nicht wei}, dass zum Zeitpunkt des
Passierens des Stadions in Kiirze ein Match begin-
nen wird, und durch die hineinstrémende Menschen-
menge behindert wird, wird man vielleicht von ei-
nem ,,dummen Zufall“ (im Sinne des Unerwarteten)
sprechen. Wer hingegen mit Recht nicht erwartet, an
einem bestimmten Ort, z. B. mitten in einer Wiiste,
einen oder gar viele Menschen zu treffen, kann darii-
ber nachdenken, wie wahrscheinlich eine Begegnung
an diesem Ort zu dieser Zeit ist. Schiiler und Schii-
lerinnen konnen sich selbst Situationen ausdenken,
die entweder zufillige (im Sinne von seltene oder un-
erwartete) oder aber nachvollziehbare Koinzidenzen
nach sich ziehen.

Fiir diese erste Modellierung treffen wir nun verein-
fachende Annahmen. Spiter werden wir die Annah-

men einerseits z. T. revidieren und andererseits (hof-
fentlich!) mehr an die Realitit anpassen.

2.2 Konkrete Annahmen fiihren zu Modell 1

Wir behandeln die nétigen Annahmen, die einen
kontinuierlichen, deterministischen Strom von Rad-
fahrern beschreiben. Der Zeitpunkt, zu dem K. V.
auf die Strafle tritt, wird als zuféllig behandelt. Ein
solcher Vorausblick und gleichzeitig die Einstufung,
was das Modell ausmacht, ist beim Lesen eine wich-
tige Orientierung. Fiir den Modellierungsprozess
schriankt das die Offenheit ein, sodass die Lehrkraft
im Unterricht diese Bewertung und Voraussicht nicht
vorgeben, sondern erarbeiten lassen soll.

Annahme 1: ,,Tausende” Radfahrer sind z. B. 3000
Radfahrer.

2014 haben durchschnittlich 7000 Personen die Kau-
fingerstraf3e stiindlich passiert (tz-online 2014). Um
1930 war die Einwohnerzahl Miinchens die Halfte
der jetzigen. Das wiren 3500 Passanten stiindlich,
der Fahrradanteil damals betrug 23 % der deutschen
Bevolkerung (Wikipedia o. D., a, b, Deiss 2011,
S. 150).

Wir wissen nicht, ob der Kapellmeister tatsdchlich
eine bestimmte Anzahl meinte oder nur sehr viele.
Wenn 3000 Radfahrer tdglich durch die Kaufinger-
stralle fahren, wie viele fahren dann zu einem be-
stimmten Moment? Um diese Frage beantworten zu
kénnen, brauchen wir zusitzliche Annahmen.

Annahme la: Ein ,,Moment* soll einer Momentauf-
nahme entsprechen; das ist wie ein Foto, das zu ei-
nem bestimmten Augenblick gemacht wird.

Annahme 1b: Die Radfahrer fahren bei Tageslicht
(innerhalb von zwdlf Stunden).

Annahme 1c: Sie sind — deterministisch — in gleichen
Absténden auf der ganzen Kaufingerstra3e verteilt.

Jetzt konnen wir ausrechnen: 3000 Radfahrer in
zwolf Stunden sind 250 pro Stunde. Pro Minute sind
demnach etwa vier Radfahrer auf der Kaufingerstra-
Be, die sich gleichmiBig auf die 260 Meter lange
Strafle verteilen.

Anmerkung: Bei 2880 am Tag sind es genau vier
Radfahrer pro Minute und in jedem Augenblick,
wenn alle 15,6 km/h = 260 m/min fahren.

Ungefihr alle 65 Meter befindet sich also ein Radfah-
rer (siche Abb. 1). Wir setzen dabei voraus, dass die
Bewegung vorerst keine Rolle spielt. Die Radfahrer
kommen auBerdem nur von einer Seite. Ubrigens:
1905 war die Kaufingerstralle eine Einbahn nach dem
Frauenplatz (Kettler o. D.).
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Abb. 1: Kaufingerstra’e mit vier Radfahrern

Annahme 2: Die Stral3e ist gerade und iibersichtlich,
wie ein Blick auf den Stadtplan zeigt: Die Kaufin-
gerstralie ist ein Teil des Weges vom Karlsplatz zum
Marienplatz, etwa 260 Meter lang und verlduft tat-
sichlich ziemlich geradlinig (Abb. 3).

Annahme 3: ,Is grad einer daherkomma® (Valentin
1977, S. 90), libersetzen wir in: Mindestens ein Rad-
fahrer ist hochstens zehn Meter von Valentin und sei-
nem Bekannten entfernt (siche Abb. 2). Mit anderen
Worten: Wenn Valentin und sein Begleiter die Strafle
an einer Stelle betreten, die zehn oder weniger Me-
ter von einem Radfahrer entfernt ist, ,,trifft* er einen

Radfahrer.

Abb. 2: Karl Valentin ,trifft* einen Radfahrer

K. V.

Von dem Bereich von 65 Metern um einen Radfahrer
sind 20 Meter giinstig fiir das Treffen, also

P =48 ~ 03077, (Modell 1)

Damit wir so rechnen konnen, miissen wir eine wei-
tere Annahme treffen.

Annahme 4: Valentin und sein Bekannter betreten die
Strale irgendwo zufillig.

Wir konnen uns die Anwendung der geometrischen
Wahrscheinlichkeit so vorstellen, dass ein Streifen
mit Radfahrern im Abstand von 65 Metern an uns
vorbeigezogen wird. Es kommt darauf an, dass wir
einen Radfahrer in unserem Sichtbereich von 20 m
haben. Da alle Abschnitte von 65 m gleich beschaf-
fen sind, konnen wir uns auf einen beschrinken: da
unser Punkt zuféllig gewéhlt wird, sind 20 von 65 m
giinstig fir ein Treffen.

Wir halten an dieser Stelle fest, dass ein fixer Stand-
punkt von Valentin die Modellierung beeinflusst; wir
greifen das in Modell 2 auf. Bisher ist Valentins Po-
sition zuféllig im Sinne von ,,alle Orte der Kaufinger-
strafe sind gleichwahrscheinlich® und die Position
der Radfahrer wird deterministisch modelliert.

Eine Variante ist, wenn Valentin zu einem zufalligen
Zeitpunkt mit seinem Bekannten die Kaufingerstral3e
betritt. Auch dann treffen sie auf einen Radfahrer mit

Wahrscheinlichkeit % .

In jedem Fall defiliert der Strom der Radfahrer deter-
ministisch vorbei.

Anmerkung: Skizzen sind immer wertvoll: Es mag
auffallen, dass wir die Linge der Fahrrdder bisher
nicht berticksichtigt haben. Wir holen das nach.

Ein Zwischenfazit zeigt, dass es mit einigen Annah-
men und Schitzungen gelungen ist, eine Wahrschein-
lichkeit dafiir auszurechnen, dass gerade in dem Mo-
ment ein Radfahrer vorbeikommt, in dem K. V. die
Strafl3e betritt. Wie ist das Ergebnis 0,3077 im Lichte
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Abb. 3: Stadtplanauszug von Muiinchen mit Kaufingerstralie




von ,,Zufall oder nicht?* zu werten? Das Ereignis
mag zwar unerwartet sein, aber seine Wahrschein-
lichkeit ist nicht klein! Betritt K. V. des Ofteren die
Kaufingerstrale, dann wird er im Schnitt drei von
zehn Mal einen Radfahrer treffen.

Fiir den Mathematikunterricht stellt sich nun die Fra-
ge: Wie geht es weiter? Sollen jetzt die Annahmen
diskutiert und variiert werden? Eines ist jedenfalls
jetzt schon offensichtlich: eine Modellierung héngt
immer von (mehr oder weniger realititsnahen) An-
nahmen ab.

Anmerkung zur Unterrichtsmethode.: Im Mathematik-
unterricht ist eine offene Entscheidungssituation im-
mer eine Herausforderung. Ublicherweise und ganz
zurecht fiihrt die Lehrkraft aufgrund ihrer Unterrichts-
planung und der zu erreichenden Lehrziele durch das
Unterrichtsgeschehen. Hier bietet sich eine Chance,
einen Beitrag auf dem Wege zum {ibergeordneten und
sehr wichtigen Lehrziel ,,Erziehung zur Miindigkeit*
(Adorno 1971) zu leisten. Wenn die Schiilerinnen und
Schiiler riickblickend iiberlegen, was sie eigentlich
wollten und was sie bisher erreicht haben, konnen
sie auf dieser Grundlage selbst entscheiden, welche
Schritte auf dem Weg zum angestrebten Ziel sinnvoll
und machbar sind. Genau solche Uberlegungen und
Entscheidungen sollen sie nach der Schule ohne Hil-
fen selbst durchfiihren kdnnen.

2.3 Ein anderer Ansatz: Modell 2

Im Folgenden stellen wir eine andere Startmodellie-
rung vor, um auf die Frage antworten zu kdnnen, wie
eine Lehrkraft im Unterricht mit verschiedenen Mo-
dellierungsansitzen umgehen kann. Im Gegensatz zu
Modell 1 ist nun der Radfahrerstrom zufillig, wih-
rend der Zeitpunkt und der Ort, wo K. V. auf die Stra-
Be tritt, fixiert sind. Wir gehen von einer bestimmten
Zahl von Radfahrern aus.

Annahme 1c*: Jeder Radfahrer wihlt jetzt einen Ort
auf der KaufingerstraBBe zufillig. Sie sind unabhdn-
gig voneinander unterwegs. Der Beobachter ist nun
fix (mindestens zehn Meter von den Enden der Kau-
fingerstra3e entfernt).

Aus dieser Annahme folgt, dass der Abstand zwi-
schen den Radfahrern zuféllig und nicht systematisch
wie in Modell 1 ist. Wir gehen von vier Radfahrern
aus, damit wir die Ergebnisse mit jenen von Modell 1
vergleichen konnen.

Glinstig im Sinne des Treffens sind nun (wie oben —
geometrische Wahrscheinlichkeit) 20 von 260 m, also

~20 _
P =740 = 0.0769.

Die Wahrscheinlichkeit, mindestens einen Radfahrer
zu treffen, ist dann die Gegenwahrscheinlichkeit des
Ereignisses ,,keinen zu treffen”. Diese Wahrschein-
lichkeit ist 1 — p fiir einen Radfahrer, im Falle der
Unabhingigkeit (1— p)° fiir vier Radfahrer. Das
heiflt, die Wahrscheinlichkeit fiir Treffen ist nun

240

p.=1-(3¢9) ~02740. (Modell 2)

Annahme 1¢ haben wir hierfiir fallen gelassen. Statt-
dessen stellen wir uns jetzt vor, dass die Radfahrer
zum Beobachtungszeitpunkt unabhéngig voneinan-
der die giinstigen 20 m mit Wahrscheinlichkeit p be-
fahren. Dabei ist es egal, wo wir beobachten.

Die eben bestimmte Wahrscheinlichkeit fiir ein Tref-
fen mit K. V. differenziert nicht nach besonderen
Mustern, in denen die Radfahrer fahren. Wenn die
vier Radfahrer zufillig und unabhingig voneinander
die Strafle befahren, so ergibt sich eine Treff-Wahr-
scheinlichkeit von 0,2740. Diese Wahrscheinlichkeit
ist etwas kleiner als in Modell 1 (um rund 10 %).
Das ist leicht erklérlich, denn jetzt konnen Radfah-
rer auch enger beieinander fahren (sie haben keinen
systematischen Abstand wie in Modell 1). Dann aber
sind groflere Abschnitte ohne Radfahrer. Das wirkt
sich eben so aus, dass die Treff-Wahrscheinlichkeit
kleiner wird.

Es kann nun passieren, dass alle vier Radfahrer die
giinstigen 20 m gleichzeitig befahren (quasi im Pulk,
vgl. Abschnitt 3.5). Das geschieht mit Wahrschein-
lichkeit p*. Wiirden sie sich (entgegen Annahme
1¢*) absprechen, also als Gruppe die Kaufingerstral3e
befahren, dann wire die entsprechende Wahrschein-
lichkeit gleich p (0,0769; so wie bei einem einzelnen
Radfahrer), dass K. V. auf sie trifft.

2.4 Ein Vergleich der beiden Modelle

»Zufillig” im Sinne von gleichwahrscheinlich war
einmal der Ort des Betretens der Kaufingerstralie von
K. V. (Modell 1), einmal der Ort des Befahrens durch
die Radfahrer (Modell 2). Dariiber hinaus gibt es zu-
fallige Momente in den bisherigen Modellierungen,
die aber nicht zur Kldrung der Frage nach dem We-
sen des Zufalls beitragen. Hier sind sie Bestandteil
der jeweiligen Modellierung. Wir erkennen daraus,
dass Zufall eine besondere Sicht verbunden mit einer
Modellierung ist.

Bemerkenswert ist, dass die Wahrscheinlichkeiten in
beiden Modellen numerisch nahe beieinanderliegen,
denn es gilt, vorausgesetzt es sind in beiden Féllen
vier Radfahrer in der Kaufingerstraf3e:

p =4pund p,=1—(1— p)".




(Die erste Beziehung gilt, weil durch vier Radfahrer
der mogliche Bereich von 260 auf 260/4 Meter ein-
geschrankt wird.) Analytisch kann man das mit Hilfe
des Binomischen Lehrsatzes begriinden:

(1—=p)'=1—4pbzw.(1— p)' =1—np.

Dabei wird die Naherung umso besser, je kleiner p
ist (insofern n € N fixiert ist). Hohere Potenzen von
p werden einfach ob ihrer Kleinheit vernachlassigt.

Wir haben an dieser Stelle begonnen, die beiden Mo-
delle sowohl inhaltlich als auch numerisch miteinan-
der zu vergleichen. Dies sollte ,,zum guten Ton* beim
Modellieren gehoren. In dieser Reflexionsphase kon-
nen Schiiler und Schiilerinnen selbst (in Gruppenar-
beit) eigenstindige Beitrdge entwickeln.

Wenn wir die Treff-Wahrscheinlichkeit aus Modell 1
mit jener aus Modell 2 vergleichen, so ergibt sich:

pn)=n -%ﬁirn <13 und 1 sonst;

pz(n):1_<l_%> .

Dabei bezeichnet n die Anzahl der Radfahrer auf der
Kaufingerstrafle. Wenn diese Anzahl steigt, dann wird
auch die Treff-Wahrscheinlichkeit groBer, allerdings
in unterschiedlicher Weise. Einmal steigt sie linear
mit n, und wenn n = 13 (oder groBer) ist, dann ist die
Treff-Wahrscheinlichkeit gleich eins. Die Radfahrer
bevolkern dann die Kaufingerstra3e in 20 m-Abstén-
den zur Génze, in diesem Modell ist es sicher, dass
Karl Valentin auf einen Radfahrer trifft.

Das zweite in Rede stehende Modell zeigt ein ganz
anderes Verhalten: die Treff-Wahrscheinlichkeit né-
hert sich bloB asymptotisch dem Wert eins, wenn die
Anzahl der Radfahrer (iiber alle Mafle) steigt. Spa-
testens hier iibersteigt das Modell die Grenzen der
Realitdt (vgl. Fischer & Malle 1985, S. 99). Schon
144 bzw. 145 Radfahrer (je nach Rundung) stehen
Vorderrad beriihrend das Hinterrad des Vordermanns
entlang der gesamten Lénge der Kaufingerstral3e (ei-
nen Konvoi bildend quasi), wenn wir eine mittlere
Fahrradldnge von 1,8 m annehmen. Die Abhéngig-
keit hier ist exponentiell.

In Abb. 4 sind die jeweiligen Abhdngigkeiten, die
die beiden Modelle mit sich bringen, als funktionale
Graphen dargestellt.

Es ist einfach auszurechnen, dass in Modell 1 bei sie-
ben Radfahrern die Treff-Wahrscheinlichkeit erstma-
lig tiber 0,5 liegt, wohingegen das bei Modell 2 erst
bei neun Radfahren der Fall ist.
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Abb. 4: Treff-Wahrscheinlichkeiten in beiden Model-
lierungen abhangig von der Zahl der Radfahrer

Anmerkung: Wir haben bewusst zwei verschiedene
Modellierungen verglichen, weil wir in einem offe-
nen Unterricht zum Modellieren nicht davon ausge-
hen konnen, dass alle Schiiler und Schiilerinnen zum
gleichen Modell gelangen. Sie sollen lernen, mehrere
Modellierungsansitze gegeneinander abzuwigen:
Welches ist besser bzw. angemessener?

3 Verfeinerungen von Modell 1:
Anderungen der Ausgangssituation

Wir verfeinern die Annahmen {iber den Strom der
Radfahrer aus Modell 1. Wir haben mit stark verein-
fachenden Annahmen begonnen, um iiberhaupt eine
erste Modellrechnung durchfiihren zu koénnen. In
diesem Abschnitt untersuchen wir nun, welche Aus-
wirkungen es hat, wenn wir uns der Realitdt in ver-
schiedener Weise anndhern. Fiir den Schulunterricht
empfehlen wir, jeweils vorher zu entscheiden, wel-
che Schritte unternommen werden sollen und hinter-
her zu tberlegen, welche Auswirkungen die neuen
Modellierungen und Berechnungen haben: Sind wir
der Realitdt ndhergekommen? Hilft uns das?

Wir gehen wie in Modell 1 von einem kontinuierli-
chen, deterministischen Strom von Radfahrern aus.
Wir beginnen mit einer Modellrechnung zu Annah-
me 1. Wir haben mehr oder weniger willkiirlich 3000
Radfahrer angenommen, die in zwolf Stunden durch
die Kaufingerstrafle fahren. Wir halten fest, dass eine
Begegnung mit einem Radfahrer sicher stattfindet,
wenn die Radfahrer so zahlreich fahren, dass an je-
dem Punkt der Kaufingerstrae zu jeder Zeit min-
destens ein Radfahrer in Sicht (also hochstens zehn
Meter entfernt von Karl Valentin) ist, egal, wo sich
K. V. befindet.

3.1 Kontinuierlicher Radfahrerstrom

Wie viele Radfahrer miissten an einem Tag durch die
Kaufingerstrale fahren, damit eine Begegnung auf
jeden Fall stattfindet (d. h., von einem Wirken des




Zufalls unabhéngig ist)? Zur Berechnung erinnern
wir uns an Abb. 2: Valentin trifft auf einen Radfahrer,
wenn dieser zehn Meter oder weniger weit von ihm
entfernt ist, sobald er die Stralle betritt. Wenn dem-
nach die maximalen Abstdnde von je zwei Radfah-
rern zwanzig Meter betragen, trifft er auf jeden Fall
einen Radfahrer (Abb. 5). Noch genauer soll der Ab-
stand von Karl Valentin zum Mittelpunkt des Rades
(also etwa dort, wo die Pedale sind) maximal 10 Me-
ter betragen. Damit erhalten wir zugleich eine plau-
sible, das Modell vereinfachende Zusatzannahme.
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Abb. 5: Kaufingerstrae mit vielen Radfahrern

Nun sollen die Radfahrer jeweils mehr als 20 Meter
Abstand voneinander haben. Dann gibt es — so wie in
Abb. 1 — keine Uberlappungen der ,.giinstigen* Be-
reiche.

Wie beim Modellieren iiblich und sinnvoll, fangen
wir mit einfachen Annahmen an und iiberlegen in
spéteren Schritten zur Modellverfeinerung, welche
Anderungen oder Zusitze in den Berechnungen wir
einfligen miissen, um weniger einfache Félle ange-
messen zu beriicksichtigen. Dabei kann es passieren,
dass der Modellierungskreislauf nicht zur Génze
durchlaufen wird (vgl. Eichler & Vogel 2013, S. 17),
sondern zugunsten der Aufnahme neuer Annahmen
abgekiirzt wird. Sowohl beim Ergénzen der Schrit-
te im Modellierungskreislauf als auch beim Treffen
neuer oder verdnderter Annahmen (siche die folgen-
den Abschnitte!) kann Eigentdtigkeit von Schiilern
und Schiilerinnen angeregt werden.

Wenn wir in den ersten Modellen von einer festen An-
zahl Radfahrern sprechen, die sich in einem bestimm-
ten Moment auf der Kaufingerstralle befinden, reihen
wir sie in Gedanken von einem Straflenende begin-
nend in gleichen Abstinden auf und summieren die
Liange der Strecken, die sie auf diese Weise abdecken.
In spéteren Modellierungsschritten fahren unsere
Radfahrer auch in Gruppen oder beliebigen Abstéin-
den. Da wir nicht wissen, an welcher Stelle der Stral3e
Karl Valentin auftritt, spielt es auch keine Rolle, von
welchem Ende aus wir die Radfahrer auffadeln.

Wir nehmen an, dass die Radfahrer alle einen Abstand
von 26 m haben. Wir platzieren den ersten Radfah-
rer auf einen Punkt, der 13 Meter vom Marienplatz
entfernt ist, den zweiten 26 Meter entfernt usw. und
den letzten daher 247 m entfernt, also 13 Meter vor
dem Ende der Stralle. Wie viele brauchen wir dazu?
Zehn Radfahrer! Mit anderen Worten: Unter den

bisherigen Modellannahmen brauchen wir mindes-
tens zehn Radfahrer zum Zeitpunkt der Momentauf-

nahme (Annahme 1a); das wiirden 1" - 2880 = 7200

pro Tag (gerechnet mit 12 Stunden, vgl. Abschnitt
2.2) sein, wenn sie gleich schnell fahren, wie in An-
nahme 1 stillschweigend angenommen, aber nicht
diskutiert wird (siche Abschnitt 3.4 fiir den Einfluss
der Geschwindigkeit). Damit unsere Modellannah-
men passen, miissen all diese Menschen in einer Rei-
he mit gleichen Abstidnden (26 m) tiber zwolf Stun-
den gleichmiBig verteilt fahren. Sehr unrealistisch!

Im Hinblick auf die Ausgangsfrage merken wir
uns, dass Valentin sicher einen Radfahrer trifft, falls
durchgehend hinreichend viele unterwegs sind. Wie
viele Radfahrer das in diesem Fall genau sein miis-
sen, hingt von weiteren Modellannahmen insbeson-
dere iiber das Fahrverhalten und damit die Streuung
der Radfahrer in der Kaufingerstral3e ab. Wir konnen
diese Uberlegung zusammenfassend dem Kapell-
meister recht geben: Wenn ,,viele Tausend* Radfahrer
unterwegs sind, ist es sehr wahrscheinlich (in diesem
Sinne kein Zufall), dass Karl Valentin einen trifftt.

3.2 Fahren in ,,zufélliger* Anordnung

Wir verstehen in diesem Abschnitt ,,zufdllig™ als
nicht systematisch. Das ist eine nicht generell ver-
wendete Bezeichnung, die aber mit der Deutung von
zufillig meint ,,ohne jede Absicht* zusammentrifft.
Zufillig im Sinne von ,,reinem Zufall* wird in Ab-
schnitt 4 behandelt werden.

Wer einmal bewusst darauf geachtet hat, wie eine
groflere Gruppe Radfahrer bzw. Radfahrerinnen eine
Strafle entlangfahrt, wird mit uns darin iibereinstim-
men, dass unsere erste Modellannahme (alle fahren
mit gleicher Geschwindigkeit und gleichem Abstand
in die gleiche Richtung) sehr unrealistisch ist. Tat-
sdchliche fahren sie oft in Gruppen, mit unterschied-
lichem Abstand und unterschiedlich schnell (Abb. 6).
Wie dndern sich unsere Modellberechnungen, wenn
wir uns der Realitét anndhern und zu diesem Zweck
zunéchst die Abstdnde unregelméifig annehmen? Wir
rechnen einige Szenarien mit verschiedenen Mustern
fiir die Abstdnde durch.

6 OB OB
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Abb. 6: ,Zufallige“ Anordnung

Ohne im Detail etwas zu rechnen, konnen wir davon
ausgehen, dass eine solche unregelmifige Anord-
nung der Radfahrer dazu fiihrt, dass sie einen gerin-
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geren Teil der Stralle abdecken, weil nicht alle Ab-
stande d, grofer oder gleich 20 Meter sind, sondern
einige kleiner (Abb. 6). Damit sinkt die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass Valentin einen von ihnen trifft
(bzw. in seiner Néhe sieht), wenn er die Stral3e betritt,
und die Anzahl der Radfahrer auf der Kaufingerstra-
e zu jedem Beobachtungszeitpunkt konstant bleibt.
AuBerdem konnen wir den Unterschied zur geordne-
ten Reihung nur dann exakt angeben, wenn wir alle
Abstinde zwischen je zwei Fahrrddern kennen. Wie
sieht das als Formel aus?

Beginnen wir den Weg zu einer Formel mit einer
einfachen Situation: Wir betrachten zwei Radfahrer
mit einem beliebigen Abstand d. Wenn d groBer oder
gleich 20 Meter ist, konnen analoge Uberlegungen
wie fiir Modell 1 angestellt werden, dass Karl Valen-
tin ,,zufdllig* einen von ihnen trifft (bzw. in seiner
Nébhe sieht), wenn er die Strale betritt. Die giinstigen
Bereiche liberlappen einander dann nicht.

Interessant ist nun der Fall, dass die beiden Radfahrer
ndher zusammen sind, also d < 20 m. Machen wir
eine Skizze fiir d = 8 m (Abb. 7).

oXolorS

<8m>

Abb. 7: Zwei Radfahrer im Abstand von 8 Metern

Dann decken diese beiden Radfahrer einen Bereich
von 10 Meter vor dem ersten Radfahrer plus 8 Meter
zwischen den beiden plus 10 Meter hinter dem zwei-
ten Radfahrer ab. Insgesamt betrdgt demnach die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, dass Karl Valentin ,,zufél-
lig* einen von ihnen trifft (bzw. in seiner Nihe sieht),

. .. 28
wenn er die Stral3e betritt, 260 ~ 0,1077.

Anmerkung: Da wir jetzt keinen kontinuierlichen
Strom von Radfahrern im Hintergrund haben, miis-
sen wir zusétzlich voraussetzen, dass K. V. in jener
Zeit auf die Stral3e tritt, wihrend die zwei Radfahrer
sich irgendwo auf der Stra3e befinden.

Zum Vergleich: wenn d mindestens 20 m ist, ist die

Wahrscheinlichkeit % ~0,1538.Istd=0m, d. h.,

die beiden Radfahrer fahren parallel (nebeneinander),

so betrigt die Wahrscheinlichkeit p = % =~ 0,0769.

Mit anderen Worten: Der zweite Radfahrer dndert
dann die Wahrscheinlichkeit nicht.

Nun machen wir einen groflen Schritt zu n» Radfah-
rern, die mit Abstdnden d, bis d,_, iiber die Kaufin-

gerstralle fahren. Dann konnen wir sie so anordnen,
dass sie beginnend 10 Meter von einem Ende der
Stralle aufgereiht fahren. Der letzte ist 10 m vom an-
deren Ende der Kaufingerstrae entfernt. Wenn alle
Abstinde kleiner als 20 m sind, dann sieht K. V. si-
cher einen Radfahrer, wenn er die Kaufingerstraf3e
betritt (wiahrend sie die StraBle befahren), egal, wo
oder wann er dies tut.

Andernfalls sind auch Abstinde grofler als 20 m zu
vermerken. Sagen wir, es sind sechs Radfahrer ge-
maf Abb. 8 auf der Kaufingerstra3e. Es sind d, = 8,
d, =7 und d; = 16 (alles in Metern). Sie decken zu-
sammen einen Bereich von

10+d, +10+10+d,+d,+ 10+ 10+ 10 =
6-10+d +d,+d =60+31=91

Metern ab. Dabei gehen wir davon aus, dass die Ab-
stinde zwischen Radfahrer B und Radfahrer C und
der zwischen E und F jeweils (deutlich) groBer als
20 m sind. Im urspriinglichen Modell 1 (Abschnitt
2.2) wiren 6 - 20 = 120 m abgedeckt.

Karlsplatz
d1 d2 ds

Marienplatz
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Abb. 8: Sechs Radfahrer in unregelmafligen Ab-
standen

Zur Verallgemeinerung konstatieren wir drei Grup-
pen von Fahrradfahren in Abb. 8: AB, CDE und F.
Innerhalb einer Gruppe sind die Abstéinde kleiner
als 20 m. Jede Gruppe deckt 2 - 10 =20 m plus die
Summe der inneren Absténde ab. Die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit ist also

20 k+d +d,+d+..+d
260 »

wobei k die Anzahl der Gruppen ist und / die der in-
neren Abstinde: £+ [=n. Selbstverstindlich kann
auch diese Wahrscheinlichkeit nicht grofer als eins
werden — wenn entsprechend viele Radfahrer unter-
wegs sind, trifft Valentin auf jeden Fall (also nicht
zufillig) einen von ihnen.

Konnen wir noch etwas dariiber aussagen, wie grof3
d +d,+d,+ ...+ d ist? Nein. Wir haben vielleicht
Beobachtungen aus dem Alltag, nach denen Radfah-
rer oft in kleinen Gruppen gemeinsam fahren, aber
vorerst keinen Grund, eine bestimmte Verteilung
(auch nicht eine Normalverteilung; aber siche Ab-
schnitt 4) der Radfahrer anzunehmen, um dann auf-
grund dieser Vermutung die Treff-Wahrscheinlich-
keit genauer berechnen zu kénnen.




3.3 Lange der Fahrrader

Gleich beim Betrachten der ersten Skizze (Abb. 1)
fallt auf, dass wir die Fahrrader der Einfachheit hal-
ber punktférmig modelliert haben. Nun werden wir
etwas realitdtsndher, indem wir jedem Fahrrad eine
Lange zugestehen. Messungen ergeben, dass die
meisten Fahrrader etwas weniger als zwei Meter lang
sind. Wir verzichten nun auf eine genauere Priifung
und nehmen eine Linge von 1,8 m pro Fahrrad an.
Aus Abb. 1 wird dann Abb. 9.

NN AR N s
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1,8m 1,8m 1,8m 1,8m

Abb. 9: Vier Radfahrer mit je 1,8 m Lange

Nun miissen wir uns entscheiden: Entweder wir blei-
ben dabei, dass insgesamt 20 Meter als Treffer gel-
ten, also 9,1 m vom vorderen Ende und vom hinteren
Ende des Fahrrads gemessen. In diesem Fall dndern
sich die bisherigen Berechnungen nicht. Oder wir ge-
ben jeweils 90 cm vorn und hinten dazu. Dann steigt
die in Betracht kommende Lange fiir einen Treffer
pro Fahrrad von 20 auf 21,8 Meter (also um rund
10 %). Die Art der Berechnung bleibt gleich, blof3 die
Treff-Wahrscheinlichkeit wird groBer (sie steigt von
0,3077 auf 0,3354).

3.4 Geschwindigkeit der Radfahrer

Schon im Wort ,,Radfahrer” steckt die Bewegung,
das Fahren. Wir haben bisher in unseren Modellrech-
nungen stets eine Momentaufnahme unterstellt. Wir
betrachten einen Zeitpunkt ¢, zu dem Karl Valentin
die Kaufingerstral3e betritt und die Frage ist, ob er au-
genblicklich einen Radfahrer in hochstens 10 Meter
Entfernung sieht oder nicht.

In Modell 1 mit dem stetigen (deterministischen)
Strom von Radfahrern im selben Abstand spielt nur
eine Rolle, wie viele Radfahrer gleichzeitig auf der
KaufingerstraBe sind. Wie schnell sie fahren, ist fiir
die Treff-Wahrscheinlichkeit OHNE Belang. Es geht
immer nur um den giinstigen Bereich von 20 Metern
im Vergleich zum moglichen; das ist der Bereich zwi-
schen den Radfahrern. Egal, wo K. V. hineinkommt,
es zéhlt nur, ob er den giinstigen Bereich trifft, wie
schnell diese Bereiche vorbeizichen, spielt keine
Rolle fiir die Treff-Wahrscheinlichkeit.

Was passiert, wenn er gemiitlich plaudernd die Stra-
e betritt und nebenbei eine Zeit lang auf Radfahrer
achtet? Dann spielt es offenbar eine Rolle, dass die
Radfahrer in Bewegung sind. Wie schnell sind sie
unterwegs? Wie lange braucht ein Radfahrer, um die
ganze Kaufingerstraf3e entlang zu fahren? Wir setzen

fiir die Bewegung der Radfahrer eine gleichférmige
Translation voraus, das heifit die Radfahrer fahren
mit konstanter Geschwindigkeit geradlinig durch die
Kaufingerstrafle.

Machen wir eine Versuchsrechnung fiir ein Tempo
von 20 km/h. Wie lange braucht ein Radfahrer mit
dieser Geschwindigkeit fiir die 260 Meter? Wir rech-
nen die Geschwindigkeit erst in Meter pro Sekunde
um: 20 km/h = 20000 m/h = 5,556 m/s.

Fiir 260 m bendtigt er 46,800 Sekunden; in ungeféhr
einer dreiviertel Minute fahrt ein Radfahrer also die
ganze Kaufingerstraf3e entlang.

Wie schnell muss er (oder sie) fahren, um dafiir ge-
nau eine Minute zu benétigen? — 15,6 km/h. Wenn in
zwOlf Stunden 3000 Radfahrer mit dieser Geschwin-
digkeit in gleichen Abstéinden an einem Punkt vor-
beifahren, fahrt alle 15 Sekunden einer von ihnen an
Karl Valentin vorbei. Unter dieser Annahme werden
Schiiler und Schiilerinnen schlussfolgern, dass es
kein Zufall im Sinne von unerwartet oder selten ist,
wenn Karl Valentin einen Radfahrer trifft.

Anmerkung: Genauer fahren 2880 Radfahrer am Tag
im selben Abstand von 65 m mit 15,6 km/h, so sind
in jedem Moment genau vier Radfahrer auf der Kau-
fingerstral3e. Das war Annahme 1.

Bevor wir weiter gehen, schaffen wir uns einen
Uberblick iiber den zuriickgelegten Weg bei ein paar
ausgewdhlten Geschwindigkeiten fiir den Radfahrer
(Tab. 1).

Fahren die Radfahrer 15,6 km/h, so defilieren sie alle
15 Sekunden an einem beliebigen Platz vorbei. K. V.
trifft auf einen, wenn dieser 10 m von ihm entfernt
ist, d. h., der Radfahrer muss sich in einem Bereich
von 20 m befinden. Um diese Strecke zu befahren,
braucht er 4,615 s (sieche Tab. 1). In der Momentauf-
nahme ergibt sich eine Wahrscheinlichkeit fiir ein

) 4,615
Treffen mit K. V. von 15,000 ~ 0,3077.

Diesen Wert kennen wir schon aus Modell 1. Wir
haben nur die 20 m giinstiger Bereich und die 65 m
moglicher Bereich in Zeit umgerechnet: fiir 65 m be-
notigt der Radfahrer 15 Sekunden, fiir die 20 m 4,615.

Wenn wir jetzt davon ausgehen, dass K. V. die Stra-
e nach dem Betreten eine Zeit lang beobachtet und
—um es rhetorisch zu tiberhdhen — liber Radfahrer
spricht, so trifft sein Sprechen iiber Radfahrer und
die Begegnung mit einem Radfahrer mit folgenden
Wahrscheinlichkeiten zusammen, abhidngig von der
Beobachtungsdauer (wir unterstellen nach wie vor
eine Geschwindigkeit von 15,6 km/h).




Geschwindigkeit

15,6 km/h 10 km/h
Weg m Zeits Weg m Zeits
15600 3600 10000 3600
4,333 1,000 2,778 1,000
10 2,308 10 3,600
20 4,615 20 7,200
65 15,000 65 23,400
260 60,000 260 93,600

Geschwindigkeit

15 km/h 20 km/h
Weg m Zeits Weg m Zeits
15000 3600 20000 3600
4,167 1,000 5,556 1,000
10 2,400 10 1,800
20 4,800 20 3,600
65 15,600 65 11,700
260 62,400 260 46,800

Tab. 1: Die unterlegte Zeile gibt die Geschwindig-
keit in m/s an. Die Zeit, die bendtigt wird, wird u. a.
fur den Sichtbereich von K. V. (20 m) angegeben.

Lassen wir K. V. 4,615 Sekunden iiber Radfahrer
sprechen und die Strafle ,,beobachten®, so erhoht sich
die Treff-Wahrscheinlichkeit im Vergleich zur Mo-
mentaufnahme auf

4,615+ 4,615

15,000 =~ 0,6153.

Man beachte, dass im diesem Beobachtungszeitraum
der Radfahrer eine Strecke von 20 m zuriicklegt, so-
dass es auch dann zu einem Treffen kommt, wenn er
zu Beginn noch 30 m weg war. Das erhdht den giins-
tigen Bereich in Modell 1 um weitere 20 m, sodass
sich eine Wahrscheinlichkeit von

20 + 20

65 = 0,6154

ergibt. Die Umrechnung von Metern in Zeit ergibt
denselben Wert (bis auf den Umstand, dass wir hier
mit gerundeten Werten gerechnet haben).

Vergrofern wir den Beobachtungszeitraum auf 9,230
(rund zehn) Sekunden, was eine unmerkliche Spanne
ausmacht, dann erhoht sich der giinstige Bereich um
weitere 20 m und die Wahrscheinlichkeit, dass ein
K. V. einem Radfahrer begegnet, betrdgt nun

9,230 + 4,615
15,000

Kein Wunder, dass K. V. seinen Radfahrer zur Ver-
wunderung der Zuhorer fast immer parat hat.

= 0,9230 (60/65 ~ 0,9231).

Jetzt untersuchen wir, wie sich eine Geschwindigkeit
von 20 km/h auf das Treffen mit K. V. auswirkt. Bei
dieser Geschwindigkeit bendtigt ein Radfahrer rund
46,8 Sekunden, um die Kaufingerstrale zu passieren
(Tab. 1). Gehen wir nach wie vor davon aus, dass es
vier Radfahrer im gleichen Abstand von 65 m auf der

Strale gibt, so werden diese vier Radfahrer alle 46,8
Sekunden ausgetauscht. Das ergibt pro Stunde rund
308 und am Tag rund 3692 Radfahrer (rund 20 %
mehr als in Modell 1).

Bei 10 km/h benotigt ein Radfahrer 93,6 Sekunden
fiir die KaufingerstraBBe (Tab. 1). Nehmen wir wieder
gleichzeitig vier Radfahrer im Abstand von 65 m, so
werden diese nun alle 93,6 Sekunden ausgetauscht.
Das ergibt pro Tag rund 1846 Radfahrer (weit weni-
ger als in Modell 1).

Lassen wir K. V. gleich lang beobachten wie zuvor,
so ergeben sich folgende Treff-Wahrscheinlichkeiten
(Tab. 2; wir rechnen jetzt mit genaueren Werten).

Beobachtungs- Geschwindkeit kmh
dauer 10 15,6 20

Momentaufnahme  0,3077 0,3077 0,3077
4,615 0,5049 0,6154 0,7022
9,231 0,7022 0,9231 1,0000

Tab. 2: Treff-Wahrscheinlichkeit bei unterschiedli-
chen Geschwindigkeiten und Beobachtungsdauern

3.5 Ein Pulk von Radfahrern

Wie sieht es aus, wenn die Radfahrer nicht in einem
gleichméBigen Strom dahinfahren, sondern in be-
stimmten ,,Mustern“? In der Friih kann es sein, dass
ein Pulk von Radfahrern, sagen wir gegen 7:45 Uhr,
zur Arbeit durch die Kaufingerstral3e fahrt. Damit ist
die bisherige Annahme in Modell 1, dass die Radfah-
rer gleichméfig nicht iiberlappend einen Bereich von
20 m der KaufingerstraBBe abdecken (Annahme 1c),
nicht mehr aufrecht zu erhalten. Stattdessen modellie-
ren wir, dass zwolf Radfahrer mit 20 km/h im Pulk die
Kaufingerstra3e durchfahren. Dafiir brauchen sie wie
gehabt 46,800 s. Wir nehmen weiterhin an, dass sie
nebeneinander fahren, und die langste Reihe aus sechs
Fahrrdadern besteht, die je eine Fahrradldnge Abstand
halten: dann ist der Pulk circa 20 Meter lang (Abb. 10).

O O& O O0H OB &
20m

Abb. 10: Ein Pulk von Radfahrern

Nehmen wir nun an, dass Valentin um 7:45 Uhr die
Kaufingerstra3e im Gesprich betritt. Da wir jetzt kei-
nen durchgehenden Strom von Radfahrern (oder von
Pulks von Radfahrern) haben, muss dieser Zeitpunkt
in das Zeitintervall fallen, wiahrenddessen der Pulk
die StraBe passiert; ansonsten trifft er sie ja sicher
nicht. Ob jetzt K. V. dieses Intervall trifft oder nicht,
dariiber kann man keine verniinftige Annahme tref-
fen. (Oder: wir lassen auch die Pulks kontinuierlich
im Abstand von 260 m verkehren.)
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Der Pulk fahrt durch die Strae (zieht vorbei). Er
braucht dazu 46,8 s. Es ist nur die Frage, ob K. V. das
Fenster des Treffens zufillig trifft. Das sind die 10 m
vor und nach und die 20 m Lénge des Pulks. In Zeit
umgerechnet bedeutet das jeweils 3,6 s. Glinstig ist
das Fenster von 7,2 s, moglich 46,8 s.

Der Pulk zieht durch; zufillig ist nur, wann K. V. seine
Beobachtung macht. Wenn er tiber den Moment hin-
aus auch noch eine Zeit lang beobachtet, so vergroB3ert
sich der giinstige Bereich um die Beobachtungsdauer.

Wir geben die Treff-Wahrscheinlichkeiten mit dem
Pulk in Tab. 3 fiir verschiedene Geschwindigkeiten
wieder. Im Vergleich zur den Wahrscheinlichkeiten
im kontinuierlichen Strom der Radfahrer haben wir
nun viel kleinere Werte. Auf der einen Seite ist der
Pulk 20 m lang im Vergleich zu den einzelnen Rad-
fahrern, was ein Treffen beglinstigt. Auf der anderen
Seite haben wir im Strom immer wieder Radfahrer,
die nachkommen, wihrend wir hier nur einen einzel-
nen Pulk betrachten (und sonst nichts); der mdgliche
Bereich erstreckt sich daher nun auf 260 m, was ein
Treffen sehr benachteiligt.

Beobachtungs- Geschwindkeit kmh
dauer 10 15,6 20

Momentaufnahme  0,1538 0,1538 0,1538
4,615 0,2032 0,2308 0,2525
9,231 0,2525 0,3077 0,3511

Tab. 3: Treff-Wahrscheinlichkeit mit dem Pulk, wenn
K. V. auf die Strale tritt, wahrend der Pulk auf der
Strale ist

4 Verfeinerungen von Modell 2

In diesem Abschnitt gehen wir auf eine Verfeinerung
von Modell 2 ein. Wir wollen uns von der Anzahl der
Radfahrer, die sich in einem bestimmten Augenblick
auf der Kaufingerstra3e befinden, l6sen.

4.1 Poisson-Prozess fiir die Radfahrer

Wir hatten Modell 2 darauf aufgebaut, dass n Rad-
fahrer auf der Straf3e sind; alle wéihlen ihren Standort
zufillig (mit einer Gleichverteilung iiber den Verlauf
der Strafle). Sie kommen daher in den Einsichtsbe-
reich von K. V. (die plus/minus 10 Meter um ihn) mit
Wahrscheinlichkeit p = 20/260. Wenn wir die Zahl
der Radfahrer fixieren, haben wir es mit einer Ber-
noulli-Kette der Lange n zu tun.

Wir 16sen uns nun von der Vorgabe der Anzahl der
Radfahrer. Statt von fix vier auszugehen, setzen wir
voraus, dass im Durchschnitt vier auf der Stral3e sind.
Wir bezeichnen mit A die Radfahrerdichte pro Me-
ter StraBe: A, pro Meter betréigt bei vier Radfahrern

(um mit Modell 2 vergleichbar zu sein) 24W Der

Poisson-Strom modelliert die Ereignisse in einer be-
stimmten Beobachtungseinheit (hier 1 m) und kann
als Verteilung des reinen Zufalls der Ereignisse gel-
ten. Die Voraussetzungen sind éhnlich der Binomial-
verteilung mit Ausnahme dessen, dass es nun keinen
Takt der Experimente gibt. Es wird also nicht vier
Mal ein Bernoulli-Experiment mit einer bestimmten
Erfolgswahrscheinlichkeit durchgefiihrt und dann die
Anzahl der Ereignisse bestimmt.

Zu den Annahmen des Poisson-Prozesses fiir die
Radfahrer mit durchschnittlicher Anzahl von Ereig-
nissen pro Beobachtungseinheit (Dichte) A zihlen:

1. Esistegal, von wo aus der Poisson-Strom beob-
achtet wird (auch wann); es zéhlt nur die Beob-
achtungsdauer (bei uns 20 Meter).

2. Fiir kleine Beobachtungseinheiten ist die Wahr-
scheinlichkeit, zwei oder mehr Ereignisse (min-
destens zwei Radfahrer) zu beobachten, klein
und kann im Limes (Beobachtungseinheit gegen
0 m Linge) vernachléssigt werden.

3. Fiir ein Ereignis gilt asymptotisch, bei Verklei-
nerung der Beobachtungsdauer Ab, eine Wahr-
scheinlichkeit von A - Ab, d. h., pro Beobach-
tungseinheit eben A, das ist die durchschnittli-
che Dichte (Intensitit) von Radfahrern.

4. Beobachtet man auf disjunkten Abschnitten,
dann sind die Ereignisse (Radfahrer) unabhén-
gig voneinander.

Fiir die Anwendung muss man die durchschnittliche
Anzahl der Ereignisse pro Einheit schitzen oder an-
derweitig festlegen. Fiir mathematische Details zum
Poisson-Prozess und die Deutung als Verteilung des
reinen Zufalls siehe Wikipedia (0. D. c).

Die Anzahl der Ereignisse (Radfahrer) in einer Be-
obachtungseinheit von 1 m Straf3e ist dann, wenn die
obigen Voraussetzungen erflillt sind, Poisson-verteilt
mit dem Parameter A,. Zeichnen wir ein Stabdia-
gramm dieser Verteilung fiir den gesamten Verlauf der
Kaufingerstrafie (260 m, das ist also eine Poisson-Ver-
teilung mit Parameter A = 4 = 260 - A,), so sehen wir,
dass nun die Anzahl der Radfahrer insgesamt stark
variiert, mal ist nur einer, mitunter sind sogar sieben
oder gar mehr Radfahrer auf der Strafle (Abb. 11).

K. V. beobachtet einen Abschnitt von 20 m in diesem
Poisson-Strom. Die Dichte auf diesem Abschnitt be-

tragt 24‘@ 20 = % =: A,. Die Poisson-Verteilung

mit dem Parameter A,, liefert eine Treff-Wahrschein-
lichkeit von

p.=PX>0)=1—e™=0,2649.

11



p(k) Anzahl der Radfahrer auf der KaufingerstraRe
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Abb. 11: Zuféllige Anzahl der Radfahrer auf der
KaufingerstralRe, wenn 4 Radfahrer erwartet wer-
den

k

Dabei ist die Zufallsvariable X die Anzahl der Fahr-
riader, auf die Valentin trifft. Wir bezeichnen die
Treff-Wahrscheinlichkeit mit p,, weil wir von vier
Radfahrern im Durchschnitt auf der Kaufingerstralie
ausgegangen sind.

Nach dem Poisson-Modell ist die Wahrscheinlichkeit
etwas kleiner als nach der Binomialverteilung in Mo-
dell 2, wo wir von vier Radfahrern ausgegangen sind.
Man kann sich den Unterschied so veranschaulichen,
dass man — sofern nun mehr als vier Radfahrer auf der
Strafle sind — gleich mehrere trifft; dagegen trifft man
eher keinen, wenn weniger Radfahrer auf der Strafle
sind. Gezdhlt wird aber nicht, wie viele Radfahrer man
trifft, sondern, ob man einen trifft oder eben nicht.

4.2 Variationen der Ausgangssituation

Wir haben in Zusammenhang mit Modell 1 verschie-
dene Variationen der Ausgangssituation betrachtet;
darunter waren die Anordnung der Radfahrer in ,,zu-
falligen* Mustern (ungleichen Abstdnden), die Lange
der Fahrréder, die Geschwindigkeit der Radfahrer so-
wie das Fahren in Gruppen.

Beim Fahren in ,zufdlligen Mustern versuchten
wir, die konstanten Abstinde zwischen den Radfah-
rern zu variieren, sie nicht-systematisch bzw. zufil-
lig erscheinen zu lassen. Das kdnnen wir in Modell
2 nicht mehr beeinflussen. Ohnehin haben die Rad-
fahrer jetzt einen zufilligen Abstand voneinander.
Der Abstand zwischen den Ereignissen ist im Pois-
son-Prozess ndmlich exponentialverteilt (Beichelt &
Montgomery 2003, S. 125). Gehen wir von den vier
Radfahrern im Durchschnitt aus, so haben wir eine

Radfahrerdichte von A, = 2“@ pro Meter. Im Durch-

schnitt (Erwartungswert) haben wir einen Abstand
von 65 Metern. Mit Hilfe der Exponentialverteilung
mit Parameter A, rechnen wir etwa aus, dass ein Ab-
stand von hochstens 8 m nur mit einer Wahrschein-
lichkeit von 0,1158, von hochstens 20 m mit 0,2649

bzw. von hochstens 40 mit 0,4596 beobachtet wird
(diese Wahrscheinlichkeiten sagen iiberhaupt nichts
dariiber aus, dass K. V. in so einem Falle dann auch
tatsdchlich einen der beiden Radfahrer trifft). Dass
iiberhaupt kein Radfahrer auf der ganzen Kaufinger-
stra3e ist (das entspricht einem Mindestabstand von
mehr als 260 m), dafiir betrdgt die Wahrscheinlich-
keit immerhin noch 0,0183.

Was die Linge der Fahrrader anbelangt, so dndert
sich der Sichtbereich, sofern man die 10 m jeweils
von den Fahrradenden rechnet, auf 21,8 m. Mit dem
grofleren Beobachtungsintervall steigt der Parameter

auf % und damit steigt die Treff-Wahrscheinlich-
keit auf 0,2849.

Wenn der Radfahrerstrom deterministisch wie in Mo-
dell 1 angenommen wird, so hat es einen Sinn, zu ana-
lysieren, wie Pulks und Muster die Treff-Wahrschein-
lichkeit dndern. Beides ist jetzt nicht mehr moglich,
weil der Strom der Radfahrer jetzt stochastisch ist. Wir
konnen allerdings festhalten, dass ein Pulk von zwolf
Radfahrern von maximaler Lange von 20 Metern ex-
trem unwahrscheinlich ist. Weil dies mathematisch zu
komplex ist, kdnnen wir hierzu auf Simulation zurtick-
greifen. Es gilt nimlich im Poisson-Prozess, dass die
n Zeitpunkte des Eintretens der Ereignisse unabhén-
gig stetig gleichverteilt sind im Zeitraum [0, 7], wenn
man voraussetzt, dass die Anzahl der Ereignisse mit n
fixiert ist (Beichelt & Montgomery 2003, S. 128; der
Beobachtungsraum ist bei uns rdumlich statt zeitlich.)

Wir konnten daraus schlieflen, dass der Poisson-Pro-
zess liber den Tag mit unterschiedlicher Radfahrer-
dichte modelliert werden sollte. Es sollte ferner eine
Mischung mehrerer Prozesse sein, damit man auch
das Auftauchen gréferer Gruppen mitberiicksichtigt.
Wir konnen daraus auch schlielen, dass mit Modell
2 so enge Gruppen (mit 20 m Lange) schlecht erfasst
werden.

Jetzt kommen wir noch zum Einfluss der Geschwin-
digkeit auf die Treff-Wahrscheinlichkeit. Wenn alle
Radfahrer konstant mit 15,6 km/h fahren, so kommt
auch ein Radfahrer, der zu Beginn der Beobachtung
noch 30 m entfernt war, in 10 m Nihe und damit in
den Sichtbereich, wenn die Dauer der Beobachtung
4,615 s ist (er legt in dieser Zeit genau 20 m zuriick).
Der Beobachtungsraum b vergroBert sich dadurch
von 10 m auf beiden Seiten auf 10 plus 20 plus 10 m.
Entsprechend bei Beobachtungsdauer von 9,230 s
auf 10 plus 40 plus 10 m. Bei groeren Geschwin-
digkeiten entsprechend mehr. Die Lénge des Sichtbe-
reichs b bestimmt den Beobachtungsraum und damit
den Parameter A, = A, - b und die Treff-Wahrschein-
lichkeit (siche Tab. 4).
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Beobachtungs- Geschwindkeit kmh
dauer 10 15,6 20
Ab Ab Ab
Momentaufnahme  0,3077 0,3077 0,3077
4,615 0,5049 0,6154 0,7022
9,231 0,7022 0,9231 1,0966
Treff-Wahrscheinlichkeit
Momentaufnahme 00,2649 0,2649 0,2649
4,615 0,3965 0,4596 0,5045
9,231 0,5045 0,6027 0,6660

Tab. 4: Parameter der Poisson-Verteilung und
Treff-Wahrscheinlichkeit flir ausgewdahlte Ge-
schwindigkeiten und Beobachtungsdauern

Die Beobachtungsdauer von 4,615 s ist auf die Ge-
schwindigkeit von 15,6 km/h ausgerichtet. Die Mo-
mentaufnahme dndert die Treff-Wahrscheinlichkeit
wie beim deterministischen Strom (Modell 1) nicht.
Wir konnen uns in Tab. 4 orientieren, wie lidngere
Dauer bzw. grofere Geschwindigkeit ein Treffen
wahrscheinlicher macht. Da mit Ausnahme des Werts
1,0966 Lambda immer mit der Treff-Wahrscheinlich-
keit in Modell 1 iibereinstimmt, sehen wir rasch, dass
diese Werte durchwegs einiges unter jenen aus Mo-
dell 1 bleiben (Tab. 2).

5 Zufall und Wahrscheinlichkeit

Was haben wir bisher erreicht? Wie konnen wir all-
gemeine Uberlegungen iiber den Zufall in unsere
Modellierung einflieBen lassen? Worin besteht iiber-
haupt der Zufall?

5.1 Riickblick auf die Modellierung

Nach einer ersten sehr vereinfachten Modellierung
der Ausgangslage (Karl Valentin betritt die Kaufin-
gerstrafle und trifft ,,zufdllig” einen Radfahrer) haben
wir in verschiedenen Uberlegungen zur Verbesse-
rung der Ausgangsmodellierung gezeigt, wie sich je
nach Modellannahmen (z. B. zur Anzahl und Vertei-
lung der Radfahrer) eine Wahrscheinlichkeit fiir ein
Treffen ausrechnen ldsst. Je nach Annahmen ist diese
Wahrscheinlichkeit recht unterschiedlich. Ohne es zu
modellieren und auszurechnen, kénnen wir hier an-
fiigen, dass die Wahrscheinlichkeit, ein Flugzeug zu
sehen, in der Zeit, als Valentin seine Stiicke geschrie-
ben hat, sehr gering war.

Helfen uns die Modellierungen nun zu entscheiden,
wem wir in Hinblick auf das Streitgespriach zwischen
Valentin und dem Kapellmeister eher recht geben?
Und was konnen Schiilerinnen und Schiiler daraus
lernen?

Mit den Modellierungen haben wir versucht, Wahr-
scheinlichkeiten fiir das diskutierte Ereignis zu quan-
tifizieren. Diese Werte sagen jedoch nichts dariiber

aus, ob das Ereignis ,,zuféllig™ stattfindet. Wenn zu
einem Zeitpunkt x gerade y Radfahrer die Kaufinger-
strale in Miinchen entlang fahren und Karl Valentin
genau zu diesem Zeitpunkt die Straf3e betritt, trifft er
mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit einen die-
ser Radfahrer. Nennen wir diesen (oder jeden ande-
ren) Radfahrer Herrn Huber. Wenn wir wissen wol-
len, ob der Zufall hier eine Rolle spielt (bzw. welche
Rolle er spielt), miissen wir genauer wissen, weshalb
Herr Huber (und alle anderen Radfahrer) genau zu
diesem Zeitpunkt hier radelt (bzw. radeln). Ist er be-
ruflich oder privat mit einem bestimmten Ziel unter-
wegs? Hat er einen Termin? Radelt er aus Freude am
schonen Wetter einfach so durch Miinchen? Weshalb
féhrt er dann genau zu diesem Zeitpunkt durch die
Kaufingerstrale? Zufall erscheint hier also als Koin-
zidenz, das heil3t als Zusammentreffen zweier isolier-
ter Ereignisse (vgl. Déhrmann 2004, S. 26). Es pas-
siert ohne Absicht.

All diese Fragen miissen unbeantwortet bleiben, weil
wir — den sicher mittlerweile ldngst verstorbenen —
Herrn Huber nicht befragen konnen. Es bleibt also
offen, ob er an diesem Tag zu diesem Zeitpunkt zu-
féllig oder aufgrund von nur ihm bekannten Motiven
an dieser Stelle Rad gefahren ist.

Man kann sich auch fragen, ob es eine offizielle Fas-
sung gibt, wie Zufall zu verstehen ist. Da konnen wir
nur antworten, das hiangt von der mathematischen
Modellierung ab. Selbst das Modell des rein zufil-
ligen Auftretens von Ereignissen (der Poisson-Pro-
zess) bietet nur eine Teillosung, weil sie dem Wesen
des Zufalls nichts vorschreiben kann. Als besonde-
res Merkmal dieses Prozesses, welches diese Ein-
schiatzung als reiner Zufall stiitzt, gilt, dass — bei
feststehender Anzahl von Ereignissen in einer Be-
obachtungseinheit — die (zeitliche oder rdumliche)
Verteilung der Ereignisse unabhingig voneinander
gleichverteilt ist.

Damit kann man iiber dieses Modell seine sekun-
déren Intuitionen iiber den Zufall und seine Auspra-
gungen schirfen. Doch auch dieses Modell hat para-
dox empfundene Ziige. Die Wartezeit auf das nichste
Ereignis ist ndmlich exponentialverteilt und hat als
solche die Eigenschaft der Gedéchtnislosigkeit. Das
bedeutet, die kiinftige Wartezeit ist zu jedem Zeit-
punkt unabhéngig davon, wie lange man schon ge-
wartet hat. Hierin wird deutlich, dass Mathematiker
und Mathematikerinnen ein Modell des reinen Zu-
falls anbieten, das aber Eigenschaften hat, die einem
naiven Vorverstdndnis von Zufall nicht entsprechen.
AuBlerdem lost die mathematische Herangehenswei-
se keineswegs das substantielle Problem, was denn
Zufall in der Wirklichkeit eigentlich bedeutet.
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5.2 Ausblick: Was ist nun Zufall?

Wenn wir nun auf die Ausgangsfrage zuriickkom-
men, wenden wir uns der Position von Karl Valentin
zu: Zufall ist das Zusammentreffen zweier Ereignis-
se ohne einen kausalen Zusammenhang. Im Unter-
schied zu der des Kapellmeisters — Zufall ist etwas,
was selten oder unerwartet eintritt — konnen wir sie
nicht mit den Mitteln des Mathematikunterrichts ge-
nauer untersuchen.

Zufall hat philosophisch gesehen viele Facetten. Al-
lerdings blenden Mathematiker diese Vielfalt und
die damit verbundenen vagen Ideen gerne aus, wenn
sie sich mit Modellen fiir Zufallsvorgidnge — also mit
dem Zufall — befassen. Dementsprechend gibt es liber
Borovenik (2008; 2011) hinaus nur wenige mathe-
matische oder fachdidaktische Arbeiten, die sich mit
dem Wesen des Zufalls befassen. Das iiberldsst man
populdrwissenschaftlichen Artikeln wie dem Dossier
der ZEIT 1/2017 (Henk 2017).

Wenn im Mathematikunterricht Gber ,,Zufall*“ disku-
tiert wird, 6ffnet sich die Tiir zu facheriibergreifendem
Unterricht, zur Kooperation mit Philosophie und Reli-
gion. Das ist umstritten. Nicht selten wird argumentiert
wie es ein Gutachter zu unserem Text geschrieben hat:

»Aufgrund der sehr unterschiedlichen Bedeutungen
des Wortes Zufall kann seine Verwendung in der Kom-
munikation zwischen Personen zu Missverstandnissen
fiihren. Fiir den Stochastikunterricht bedeutet dies aus
meiner Sicht, moglichst auf das Wort Zufall in fachli-
chen Zusammenhéngen zu verzichten.*

Wir teilen diese Position nicht: Wenn die Assoziation
der Lernenden beim Stochastikunterricht hiufig der
Begriff ,,Zufall* ist, muss sich der Unterricht des-
sen annehmen. In vielen Fillen, in denen es um das
personliche Schicksal von Menschen geht, wird die
Frage nach dem ,,Zufall* sehr nachdriicklich gestellt.
Fiir die Lehrenden gilt es, diese Bedeutungsvielfalt
einigermallen abzukldren, damit der Stellenwert der
stochastischen Modelle besser eingeordnet (und ak-
zeptiert) werden kann.

Borovenik (2011) unterscheidet drei Begriffspaare,
mit denen Zufall in Verbindung gebracht wird:

e Zufall — Divination;

o Zufall — Kausalitit;

« Zufillige Entwicklung — Kreationismus.

Schon das paradigmatische Zufallsexperiment des
Miinzwerfens ist eigentlich ein physikalisches Ex-
periment; ein geeigneter Miinzwurfapparat wiirde
immer dasselbe werfen (je nach Einstellung immer
Kopf oder immer Zahl). Das deutet schon darauf hin,
dass Zufall aus Sicht der Modellbildung eigentlich

eine Frage der Sichtweise ist. Wenn man gerade an
einer Normierung des Miinzwerfens NICHT interes-
siert ist, wenn man geniigend duflerliche Bedingun-
gen offen ldsst (also nicht kontrolliert), so erhilt es
mehr und mehr Sinn, den Miinzwurf als Zufallsexpe-
riment zu interpretieren.

Zufall mag u. a. folgende Konnotationen haben:

» Ist nicht (exakt) vorhersehbar — fehlende Kon-
trolle tiber die Zukuntft.

e Hat keine besonderen Ursachen, die das Auftre-
ten des Ereignisses erkldren konnen.

» Ist das Zusammentreffen (Koinzidenz) mehrerer
Ereignisse ohne besondere Ursachen.

* Ermdglicht eine faire Entscheidung (das Los zie-
hen) und enthebt andererseits von der Verantwort-
lichkeit fiir die Entscheidung. Eine Entscheidung
per Zufall iiberldsst den Lauf der Dinge ,,hdhe-
ren* Méchten, die es besser wissen (Divination).

e Nicht zu kleine bzw. nicht zu grofle Wahr-
scheinlichkeit: eine zu grole Wahrscheinlich-
keit kommt der Sicherheit nahe und mag als
nicht-zuféllig empfunden werden. Eine zu klei-
ne Wahrscheinlichkeit ldsst nach anderen — be-
sonderen —,,Ursachen” forschen (wenn etwa der
p-Wert einer Null-Effekt-Hypothese klein genug
ist, ,,anerkennt” man einen Effekt).

Interessant mag aber auch sein, wie wir Zufall und
zufillig in dieser Arbeit verwendet haben.

*  Umgang mit Zufall im Sinne des Unerwarteten
und sehr selten Auftretenden, sehr Unwahr-
scheinlichen
Wenn Valentin hingegen gerade von einem Flie-
ger gesprochen hitte [...] wirklich ein Zufall,
weil ein (damals) seltenes Ereignis (S. 2).

. wird man vielleicht von einem ,,dummen
Zufall* (im Sinne des Unerwarteten) sprechen
(S.3).

. mitten in einer Wiiste, einen oder gar viele

Menschen zu treffen (S. 3).
Situationen ..., die entweder zuféllige (im Sinne
von seltene oder unerwartete) oder aber nach-
vollziehbare Koinzidenzen nach sich ziehen
(S. 3).

*  Zufillig im Sinne des Unerwarteten aber durch-
aus nicht sehr Unwahrscheinlichen
Das Ereignis (Treffen eines Radfahrers mit
p,=0,3077) mag zwar unerwartet sein, aber
seine Wahrscheinlichkeit ist nicht klein! (S. 5)
... dass es kein Zufall im Sinne von unerwartet
oder selten ist, wenn Karl Valentin einen Rad-
fahrer trifft (S. 9).
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»  Zufillig im Sinne von zufillige Auswahl, bei der
alle Moglichkeiten gleich wahrscheinlich sind
... da unser Punkt zufillig gewdhlt wird (S. 4).
»zuféllige Anordnung ... nicht systematisch,
»ohne jede Absicht“ (S. 7).

»  Zufillig als Gegensatz zu sicher
... 1ist es sicher, dass Karl Valentin auf einen
Radfahrer trifft (S. 6).
... damit eine Begegnung auf jeden Fall stattfin-
det (d. h., von einem Wirken des Zufalls unab-
hingig ist) (S. 6 f.).

*  Kein Zufall, wenn das Ereignis sehr wahrschein-
lich ist
... ein ununterbrochener Strom von Radfahrern
..., ist es nahezu sicher, dass (S. 3).
Wenn ,,viele Tausend* ... unterwegs sind, ist es
sehr wahrscheinlich (in diesem Sinne kein Zu-
fall), dass Karl Valentin einen triftt (S. 7).

» Je kileiner die Wahrscheinlichkeit, desto zufdlli-

ger das Ereignis
. von der mehr oder weniger grolen Wahr-

scheinlichkeit eines solchen Zusammentreffens
... je mehr Radfahrer ..., desto grofer ist die
Wahrscheinlichkeit, einem zu begegnen und
desto weniger ,,zufdllig”, dass man einem be-
gegnet (S. 3).

*  Zufall als etwas ohne Grund, ohne Absicht Ein-
tretendes
Hat Herr Huber einen Termin? Oder radelt er
aus Freude? (S. 13).

*  Zufall als etwas, was keine Ursache hat oder
dessen Ursache nicht bekannt ist
Dass ein Ereignis zufillig eintritt, wenn es dafiir
keine ersichtlichen Griinde gibt (S. 2 f.).
Zusammentreffen (Koinzidenz) mehrerer Ereig-
nisse ohne besondere Ursachen (S. 14).
Ursache von Krankheiten; ob der Tumor tatsidch-
lich zufillig (d. h., die Ursache ist unbekannt)
entstanden ist (S. 15).

»  Zufall als etwas objektiv Existierendes
Unschérferelation in der Quantenmechanik
(S. 16).

5.3 Zufall im Unterricht

Nun folgen einige Beispiele, die auch im Unterricht
verwendet werden konnen. Im Dossier iiber den Zu-
fall in der Wochenzeitschrift DIE ZEIT 1/2017 wird
ein Fall von Hirntumor beschrieben. Der behandeln-
de Arzt erlautert dem ZEIT-Mitarbeiter dazu (vgl.
Henk 2017): Wenn er in seinem Chefarztzimmer ein
,,Ich-habe-schlechte-Nachrichten-fiir-Sie-Gesprach*
fiihrt, dann ist es ihm wichtig, die Rolle des Zufalls

zu betonen. Er hat sich sogar einen Begriff ausge-
dacht: ,negativer Lotteriegewinn®. Er hofft darauf,
dass sich seine Patienten nicht mit der Frage nach
dem ,,Warum?* foltern, wenn er ihnen erklért, dass
sie schlicht sehr, sehr viel Pech haben. Und er weil}:
In den allermeisten Fillen hofft er umsonst. Die
meisten Patienten suchen nach Ursachen wie z. B.
Handystrahlung oder Umweltbelastungen.

So einen Fall im Mathematikunterricht zu behandeln
ist nicht nur wegen der damit verbundenen emotio-
nalen Aspekte durchaus anspruchsvoll. Wir kdnnen
weitaus weniger als der Arzt beurteilen, ob der Tu-
mor tatsidchlich zuféllig (d. h., die Ursache ist unbe-
kannt) entstanden ist. Vielleicht weil} ein Arzt in 200
Jahren mehr iiber mogliche Ursachen, die heute noch
nicht erforscht und diagnostizierbar sind. So, wie vor
200 Jahren Viren als Krankheitsverursacher nicht be-
kannt waren: ,,Es ist nicht moglich zu zeigen, dass
ein Phianomen sich wirklich vollig gesetzlos verhélt.*
(Déhrmann 2004, S. 28). Wenn wir dem Hinweis des
Arztes folgen, konnen wir im Unterricht darauf hin-
weisen, dass es im Leben Zufille gibt, die gut oder
schlecht fiir uns wirken konnen — und tiber die Brii-
cke zur allgemeinen Fragestellung nach Determinis-
mus, Gottes Wille oder Schicksal gehen.

Wer im Zusammenhang mit der Grundfrage nach Zu-
fall oder Bestimmung nach dem Willen Gottes fragt,
wird auf Berichte iiber das schreckliche Erdbeben
in Lissabon (ausgerechnet am Allerheiligentag des
Jahres 1755) stoBlen, das sehr viele Menschenleben
forderte, die meisten Kirchen und Paldste zerstor-
te, nicht aber das Rotlichtviertel (Wikipedia o. D.
d). ,,Kann das Gottes Wille sein?* fragten sich viele
gldubige Menschen. Wenn es ihn gibt und er tatséch-
lich allméchtig ist, wie kann so etwas geschehen? Die
Frage bleibt relevant und des Diskutierens wiirdig,
auch wenn heute iiber die Ursachen von Erdbeben
mehr bekannt ist als im 18. Jahrhundert.

Im Unterricht konnen natiirlich auch weniger emotio-
nal fordernde Beispiele diskutiert werden. Hier ein
paar Vorschldge (vgl. Dohrmann 2004, S. 201 ft.):

i. Ein Mann iiberlebt sieben Blitzschldge (Roy C.
Sullivan, siche Wikipedia o. D. e).

ii. In unserer Klasse haben zwei am selben Tag Ge-
burtstag.

iii. Bei 2601 Ziehungen beim Lotto ,,6 aus 45% in
Osterreich kam 398-mal die Zahl ,43“, aber
nur 311-mal die Zahl ,,33* (Stand: 13.2.2017;
6Richtige.at 0. D.).

iv. Meine Reise nach Mauritius und zuriick ist gut
verlaufen.
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Ereignis i. ist unerwartet und unvorhergesehen, zu-
dem ist es als Naturereignis (Blitzeinschlag und kor-
perliche Konstitution des Mannes) unbeeinflussbar.

Ereignis ii. ist ein Klassiker der Stochastik, das Ge-
burtstagsparadoxon (vgl. z. B. Henze 2010, S. 71 f.).
Bei mehr als 22 Personen ist die Wahrscheinlichkeit fiir

. D 1
dieses Ereignis grofer als 5, Wenn man voraussetzt,

dass alle 365 Tage eines Jahres gleichwahrscheinlich
fiir einen Geburtstag sind. Hier tritt ein interessanter
Gesichtspunkt hinzu: natiirlich ist die Gleichverteilung
aller Tage im Jahr unzutreffend, besonders wenn man
die Geburtenjahrginge einschrinkt (etwa an Sonnta-
gen gibt es weniger Geburten; auch sind die Geburten
jahreszeit-abhingig). Aus dem Modell jedoch erhilt
man eine untere Schranke fiir das Zusammentreffen
von Geburtstagen (Borovenik 1985).

Ereignis iii. kann mit Hilfe eines Streubereichs fiir
die absolute Haufigkeit des Auftretens bestimmter
Gewinnzahlen beim Lotto beurteilt werden (Gotz
2013, S. 142): [302, 392] (nach ,aulen* gerundet)
ist der 99 %-Streubereich fiir die absolute Haufigkeit
X, wobel X binomialverteilt ist mit den Parametern

n=2601und p = % Das Auftreten der Gewinnzahl

43 ist also in diesem Lichte zundchst auffillig, das
von 33 dagegen nicht. Allerdings muss man den Zu-
fallsvergleich genauer prizisieren: wir warten ja nicht
darauf, dass die 43 so héufig auftritt. Es hat sich nur
im Nachhinein herausgestellt, dass die hdufigste Zahl
in den bisherigen Ziehungen die 43 ist. Das bedeutet,
dass man die Verteilung der Anzahl bestimmen muss,
die von der haufigsten Zahl erreicht worden ist. Auch
hier hilft die wiederholte Simulation aller bisherigen
Ziehungen, um einzusehen, dass das Auftreten der
haufigsten Zahl die Anzahl 392 locker liberschreitet.

Ereignis iv. schlieBlich kann mit ,,Gliick™ beschrie-
ben werden, oder aber auch mittels statistischer Da-
ten untermauert werden (Mauritius gilt als sicheres
Reiseland, siche Bundesministerium fiir Europa, In-
tegration und AuBeres o. D.). Abhingig vom Stand-
punkt ist es unbeeinflussbar oder nicht.

Als ,,zufdllig” werden im Alltag auch Ereignisse be-
zeichnet, die selten auftreten, die nicht verstehbar
sind, willkiirlich erscheinen, deren Auftreten au-
Bergewohnlich ist. Personlich nicht beeinflussbare
Risiken wie drohende Naturkatastrophen oder Ein-
wirkungen von anderen (unverschuldeter Verkehrs-
unfall, Bahnungliick) werden oft {iberschétzt, zu-
fallsbedingte Risiken, die mit dem eigenen Verhalten
zusammenhéngen, dagegen eher unterschétzt (Tietze
u. a. 2002, S. 146).

Bis zu diesen Beispielen kann im Unterricht der Ein-
druck entstehen, dass Zufall eigentlich ein Mangel an
Wissen ist. Wer allwissend ist (Gott), kennt demnach
keinen Zufall.

Ist es schon schwierig genug, Zufall im Alltag
brauchbar zu identifizieren und mit stochastischen
Modellen addquat aufzuarbeiten, so besteht eine noch
grofleres Manko an Kompetenzen, sich vorzustellen,
wie sich Zufall — wenn es denn ihn schon gébe — in
der Wirklichkeit auspriagen wiirde, wie Experimente
u. a. von Engel & Sedlmeier (2004) oder Borovcnik
(2008) zeigen.

Epilog

Im Gegensatz zu der thematisierten Unvorherseh-
barkeit (Karl Valentin und Radfahrer Huber wissen
nichts voneinander) oder dem Arztbeispiel von eben
existiert der Zufall auch als ,,wesensmiBig unvorher-
sehbar® (Dohrmann 2004, S. 26) in der Quantenme-
chanik (Zufall als etwas objektiv Existierendes). Auf
die Frage ,, Weifs man einfach noch nicht genug oder
gewdhnt man sich an die Verriicktheit der Quanten-
welt? “ antwortet der Physiker Anton Zeilinger (Uni-
versitdt Wien 2015):

S0 leicht wiirde ich es mir nicht machen. Wenn man
das als ein Noch-Nicht-Wissen darstellt, dass man ein-
fach noch nicht schlau genug ist, das zu durchschauen,
fithrt das zu einem falschen Bild. Die Quantenphysik
widerspricht schon Grundkonzeptionen.*

Und weiter auf die Frage ,, Etwa der Tatsache, dass es
einen Zufall gibt? * fahrt er fort:

,,Genau, und dass das wirklich ein reiner Zufall ist und
nicht einfach die Ursache unbekannt ist, weil wir nicht
genug wissen. Es ist falsch zu glauben, dass das, was
wir jetzt messen oder beobachten, schon mit seinen Ei-
genschaften existiert hat, bevor wir diese messen. Die
Annahme, dass diese Speisekarte hier rot war, bevor
das irgendjemand beobachtet hat, ist falsch. Das ist
nicht nur gegen den gesunden Menschenverstand, da
geht es um grundsétzliche Annahmen iiber die Natur
der Welt.*

Das zeigt, wenn der Begriff des Zufalls im Unterricht
thematisiert wird, dann muss das Vorverstdndnis der
Schiiler und Schiilerinnen (vgl. Abschnitt 2.3.4.1 in
Tietze u. a. 2002) und die Bedeutungsvielfalt des Be-
griffs berticksichtigt werden. ,,Die strikte Trennung
von deterministischen und zufélligen Phdnomenen
soll aufgehoben werden.” (D6hrmann 2004, S. 61).
Dieser Standpunkt kann durch unterschiedliche Sze-
narien wie eben angedeutet von Schiilern und Schii-
lerinnen selbst erarbeitet werden.

Wir danken den Gutachtern bzw. Gutachterinnen fir
wertvolle Hinweise zur Prézisierung unserer Ideen.
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